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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü S = {S1, ..., Sm} � ñèñòåìà ñæèìàþùèõ ïîäîáèé â R
n
. Íåïó-

ñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó K =
m⋃
i=1

Si(K)

íàçûâàåòñÿ ñàìîïîäîáíûì ìíîæåñòâîì èëè àòòðàêòîðîì ñèñòåìû S [1℄.

�àâåíñòâî T (A) = S1(A)∪S2(A)∪· · ·∪Sm(A) çàäàåò îïåðàòîð Õàò÷èí-
ñîíà ñèñòåìû S, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì ïðîñòðàí-

ñòâà C(Rn) âñåõ êîìïàêòíûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ â R
n
.

Äåíäðèòîì íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñâÿçíûé êîíòèíóóì, íå ñîäåðæàùèé

ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ.

Â ñâîåé ðàáîòå [2℄ Ì. Õàòà äîêàçàë, ÷òî ìíîæåñòâî êîíöåâûõ òî÷åê

íåòðèâèàëüíîãî ñàìîïîäîáíîãî äåíäðèòà èìååò áåñêîíå÷íóþ ìîùíîñòü.

Äæ. Êèãàìè [7℄ èññëåäîâàë ìåòðèêó êðàò÷àéøåãî ïóòè â ïîñòêðèòè÷åñêè

êîíå÷íûõ ñàìîïîäîáíûõ äåíäðèòàõ è ïîñòðîèë ïðàâèëüíûå �îðìû Äèðè-

õëå äëÿ òàêèõ äåíäðèòîâ. Ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó ìíîæåñòâàìè Æþëèà,

ÿâëÿþùèìèñÿ äåíäðèòàìè è ñàìîïîäîáíûìè äåíäðèòàìè ñ äâóìÿ îáðàçó-

þùèìè, ïîñëóæèëà ìîòèâàöèåé äëÿ ïóáëèêàöèè ñòàòåé [4, 12, 10, 14℄. Ñòà-

òüÿ [4℄ Ê. Áàíäòà è Ê. Êåëëåðà çàñëóæèâàåò îñîáîãî âíèìàíèÿ, ïîñêîëü-

êó îíà ñîäåðæèò êðèòåðèé ãðà�à ïåðåñå÷åíèé, äëÿ òîãî, ÷òîáû êîíå÷íî

ðàçâåòâëåííûé ñàìîïîäîáíûé êîíòèíóóì ÿâëÿëñÿ äåíäðèòîì. Ñòàòüÿ [3℄

Ê. Áàíäòà è É. Øòàíêå âûðàæàåò âíóòðåííåå ðàññòîÿíèå íà äåíäðèòàõ â

òåðìèíàõ ìåòðèêè êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Èç íåå ìîæíî òàêæå âûâåñòè èäåþ

ãëàâíîãî äåðåâà äëÿ ïîñòêðèòè÷åñêè êîíå÷íûõ ñàìîïîäîáíûõ äåíäðèòîâ.

Â ñòàòüå [15℄ ðàññìîòðåíû îïðåäåëåíèå G-ñèììåòðè÷íûõ ïîëèãîíàëüíûõ

ñèñòåì è èçó÷åíû ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íûõ äåíäðèòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

èõ àòòðàêòîðàìè. Ýòî ïîçâîëèëî íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àòòðàêòîð

öèïïåðà ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì. Â ðàáîòå [17℄ ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå êëàññà
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ñàìîïîäîáíûõ äåíäðèòîâ ñ áåñêîíå÷íûì ïîðÿäêîì âåòâëåíèÿ â ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêàçàíî, ÷òî èõ ðàçìåðíîñòü ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíî-

ñòüþ ïîäîáèÿ, à ìåðà Õàóñäîð�à â ýòîé ðàçìåðíîñòè ðàâíà íóëþ.

Óñëîâèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà (OSC) äëÿ ñèñòåìû ïîäîáèé

S = {S1, . . . , Sm} çàêëþ÷àåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî îòêðûòîãî ìíîæå-

ñòâà O, ÷òî Si(O) ⊂ O è Si(O)∩Sj(O) = ∅ äëÿ ëþáûõ i, j ∈ {1, . . . , m}, i 6=
j. Èçâåñòíî íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ �îðìóëèðîâîê OSC [5, 6℄. Îäíàêî

íå âñåãäà ëåãêî ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿåò ëè äàííàÿ ñèñòåìà ïîäîáèé S

OSC èëè íåò.

Ïåðåñå÷åíèå êîïèé ñàìîïîäîáíîãî ìíîæåñòâà ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé

ïðèðîäû. Áûëî äîêàçàíî Ê. Áàíäòîì è Õ. �àî â [11℄, ÷òî ëþáîé ñàìîïî-

äîáíûé êîíòèíóóì íà ïëîñêîñòè, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì êîíå÷íîãî ïåðå-

ñå÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿåò OSC. Äî 2023 ãîäà íå áûëî èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè

ñàìîïîäîáíûé äåíäðèò, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà

íà ïëîñêîñòè, êîïèè êîòîðîãî ïåðåñåêàþòñÿ ïî íåòðèâèàëüíîìó ñàìîïî-

äîáíîìó ïîääåíäðèòó. Â ðàáîòå [16℄ ðàññìàòðèâàëñÿ èìåííî ýòîò âîïðîñ,

è íàìè áûë ïîëó÷åí ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò. Â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà S

óäîâëåòâîðÿåò OSC, ïåðåñå÷åíèå êîïèé äåíäðèòà K(S) ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿç-
íûì è èìååò íóëåâóþ ìåðó â K. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿ-

åòñÿ ïîääåíäðèòîì â K. Ýòîò ïîääåíäðèò ìîæåò áûòü æîðäàíîâîé äóãîé

èëè ñàìîïîäîáíûì äåíäðèòîì [16℄. Íî âñ¼ æå îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ

î òîì, ìîãóò ëè êîïèè ñàìîïîäîáíîãî äåíäðèòa ïåðåñåêàòüñÿ ïî êîíå÷íîìó

äåðåâó. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà îòâå÷àåò íà ýòîò âîïðîñ. Äëÿ ëþáîãî äåðåâà γ,
ñîñòàâëåííîãî èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ, ñóùåñòâóåò

ñàìîïîäîáíûé äåíäðèò íà ïëîñêîñòè, ïàðà êîïèé êîòîðîãî ïåðåñåêàåòñÿ

ïî ìíîæåñòâó, êîòîðîå åñòü îáðàç çàäàííîãî äåðåâà γ îòíîñèòåëüíî íåêî-

òîðîãî ïîäîáèÿ.

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 2, C. 5-17

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 2, P. 5-17



8 Î ñàìîïîäîáíûõ äåíäðèòàõ

� 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ðåçóëüòàòû

2.1 Ñàìîïîäîáíûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü S = {S1, . . . , Sm} � ñèñòåìà ñæèìàþùèõ

ïîäîáèé â R
n
. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íåïóñòîé êîìïàêò K ⊂ R

n
òàêîé,

÷òî

K =
m⋃

i=1

Si(K).

Òîãäà ìíîæåñòâî K òàêæå íàçûâàþò ñàìîïîäîáíûì îòíîñèòåëüíî S, èëè

àòòðàêòîðîì ñèñòåìû S.

�àâåíñòâî T (A) = S1(A)∪S2(A)∪· · ·∪Sm(A) çàäàåò îïåðàòîð Õàò÷èíñî-
íà ñèñòåìû S, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì ïðîñòðàíñòâà

C(Rn) âñåõ êîìïàêòíûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ â R
n
. Ñîãëàñíî òåîðåìå

Õàò÷èíñîíà, àòòðàêòîð K îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç S, è äëÿ ëþáîãî

êîìïàêòíîãî A ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ T n(A) ñõîäèòñÿ ê K.

Ïóñòü I = {1, . . . , m} � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ñèñòåìû S, òîãäà I∗ =
∞⋃
n=1

In � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ i = i1 . . . in êîíå÷íîé äëèíû â àë�àâèòå

I, íàçûâàåìûõ ìóëüòèèíäåêñàìè. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

Sj = Sj1j2...jn = Sj1Sj2 . . . Sjn , à äëÿ àòòðàêòîðà K îáîçíà÷àòü Sj(K) ÷åðåç
Kj.

Èíäåêñíûì ïðîñòðàíñòâîì áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê (ñëîâ

áåñêîíå÷íîé äëèíû) I∞ = {β = β1β2 . . . , βi ∈ I}. Îòîáðàæåíèå π : I∞ →

K, ñîïîñòàâëÿþùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β â òî÷êó

∞⋂
n=1

Kβ1...βn
= x íàçûâà-

åòñÿ èíäåêñíîé ïàðàìåòðèçàöèåé àòòðàêòîðà K. Òîãäà äëÿ x ∈ K ïðîîá-

ðàç π−1(x) åñòü ìíîæåñòâî àäðåñîâ òî÷êè x.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îòêðûòîãî ìíîæå-

ñòâà (OSC), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî O, ÷òî äëÿ ëþáûõ
Si, Sj ∈ S, Si(O) ⊂ O è Si(O) ∩ Sj(O) = ∅ ïðè i 6= j.

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè àòòðàêòîð K ñèñòåìû S ñâÿçåí è äëÿ ëþáûõ

i 6= j ∈ I ÷èñëî #(Ki ∩ Kj) 6 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî K � ñàìîïîäîáíûé

êîíòèíóóì, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ îäíîòî÷å÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü S � ñèñòåìà 
 îäíîòî÷å÷íûì ïåðåñå÷åíèåì.

�ðà� ïåðåñå÷åíèé Γ(S) ñèñòåìû S � ýòî äâóäîëüíûé ãðà� ({Ki}, {pj};E) ñ
ìíîæåñòâîì ðåáåð E, äëÿ êîòîðîãî Ki è pj ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè pj ∈ Ki.
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Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü X � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñèñòå-

ìà S = {S1, . . . , Sm} ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé X â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ öèïïå-

ðîì ñ âåðøèíàìè {z0, . . . , zm} è ñèãíàòóðîé ε = (ε1, . . . , εm), εi ∈ {0, 1},
åñëè Si(z0) = zi−1+εi è Si(zm) = zi−εi äëÿ i = 1, . . . , m. Öèïïåð ñ âåðøèíàìè
{0, 1/m, 2/m, . . . , 1} íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì öèïïåðîì.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ñâÿçíîñòè àòòðàêòîðà K ñèñòåìû S ìû èñïîëüçóåì

ñëåäóþùóþ òåîðåìó [9℄:

Tåîðåìà 1. Ïóñòü K � àòòðàêòîð ñèñòåìû ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé

S = {S1, . . . , Sm}. Cëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) äëÿ êàæäîãî i, j ∈ I ñóùåñòâóåò {i0, i1, . . . , in} ⊆ I òàêîå, ÷òî i0 = i, in =
j è Kik ∩Kik+1

6= ∅ äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, . . . , n− 1;

(2) K ëèíåéíî ñâÿçåí;

(3) K ñâÿçåí;

(4) K ëîêàëüíî ñâÿçåí.

2.2 Äåíäðèòû

Îïðåäåëåíèå 6 (Charatonik J., Charatonik W., [8℄). Äåíäðèòîì íàçû-

âàåòñÿ ëîêàëüíî ñâÿçíûé êîíòèíóóì, íå ñîäåðæàùèé ïðîñòûõ çàìêíóòûõ

êðèâûõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ord(q,X) ïîðÿäîê êîíòèíóóìà X â òî÷êå q ∈ X [13℄.

Äëÿ äåíäðèòîâ ïîðÿäîê òî÷åê âåòâëåíèÿ ðàâåí ÷èñëó êîìïîíåíò X \ {q}.
Òî÷êè ïîðÿäêà îäèí â êîíòèíóóìå X íàçûâàþòñÿ êîíöàìè X , òî÷êè ñ ïî-

ðÿäêîì äâà íàçûâàþòñÿ ðàçáèâàþùèìè òî÷êàìè. Òî÷êè, ïîðÿäîê êîòîðûõ

áîëüøå äâóõ, íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ X .

Ñîãëàñíî [8, òåîðåìà 1.1℄, äëÿ êîíòèíóóìà X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1) X � äåíäðèò;

2) ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè â X ðàçäåëÿþòñÿ òðåòüåé;

3) âñÿêàÿ òî÷êà p ∈ X � ëèáî êîíåö, ëèáî ðàçáèâàþùàÿ òî÷êà;

4) âñÿêèé íåâûðîæäåííûé ïîäêîíòèíóóì â X ñîäåðæèò íåñ÷åòíîå ìíî-

æåñòâî ðàçáèâàþùèõ òî÷åê â X ;

5) äëÿ ëþáîãî p ∈ X ÷èñëî êîìïîíåíò X \ p ðàâíî Ord(x, P ) (åñëè îäíî
èç íèõ êîíå÷íî);
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10 Î ñàìîïîäîáíûõ äåíäðèòàõ

6) ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ â X ñâÿçíî;

7) X îäíîñâÿçíî, è äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ êðèâàÿ γ, ñîåäèíÿþùàÿ x è y.

Ñàìîïîäîáíûé äåíäðèò � ýòî ñàìîïîäîáíûé êîíòèíóóì, êîòîðûé ÿâëÿ-

åòñÿ äåíäðèòîì.

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé:

Tåîðåìà 2 (Tetenov A., Yudin I., Kadirova M., [18℄). Åñëè S � ñè-

ñòåìà ñ îäíîòî÷å÷íûì ïåðåñå÷åíèåì, à åå ãðà� ïåðåñå÷åíèé Γ(S) ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì, òî åå àòòðàêòîð K ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì.

Äàííàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â ñòàòüå [18℄ äëÿ ãðà�-îðèåíòèðîâàííûõ

ñèñòåì.

� 3. R-ñèììåòðè÷íûå ñèñòåìû

Ïóñòü R(x, y) = (1−x,−y) � ïîâîðîò íà 180◦ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 1/2.
Ïóñòü D � îáëàñòü, òàêàÿ ÷òî D̄ ∩R = [0, 1]. Ìû ãîâîðèì, ÷òî îáëàñòü D
R-ñèììåòðè÷íà åñëè D = R(D).

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü S = {S1, . . . , Sl} � ñèñòåìà ñæèìàþùèõ îòîá-

ðàæåíèé è ïóñòü K � àòòðàêòîð ýòîé ñèñòåìû. Åñëè äëÿ ëþáîãî i ∈ I,
ñóùåñòâóåò j ∈ I òàêîå, ÷òî R · Si = Sj · R, òî ñèñòåìà S íàçûâàåòñÿ R-
ñèììåòðè÷íîé.

Ëåììà 1. Åñëè S = {S1, . . . , Sl} ÿâëÿåòñÿ R-ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìîé,

òîãäà ñèñòåìà S
(n) = {Si, i ∈ I

n} òàêæå ÿâëÿåòñÿ R-ñèììåòðè÷íîé ñèñòå-

ìîé.

Ëåììà 2. Ïóñòü S = {S1, . . . , Sl} � R-ñèììåòðè÷íàÿ ñèñòåìà ñ àò-

òðàêòîðîì K. Òîãäà R(K) = K è äëÿ ëþáîé ñèñòåìû S
′ = {Si · R

εi, i ∈
{1, ..., l}, εi ∈ {0, 1}}, K åñòü àòòðàêòîð ñèñòåìû S

′
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî, ÷òî R(K) = R(
l⋃

j=1

Sj(K)) =
l⋃

j=1

Sj · R(K)

ñëåäóåò, ÷òî R(K) = K. Ñëåäîâàòåëüíî, K åñòü àòòðàêòîð ñèñòåìû S
′
.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü S = {S1, . . . , Sl} � R-ñèììåòðè÷íàÿ ñèñòåìà.

Ñèñòåìà S̃ = {Si · R, Si, Si ∈ S} íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìîé äëÿ

ñèñòåìû S.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü S = {S1, . . . , Sl} � R-ñèììåòðè÷íàÿ ñèñòå-

ìà, àòòðàêòîð K êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì. Ïóñòü S̃ � ðàñøèðåííàÿ

ñèñòåìà äëÿ ñèñòåìû S. Òîãäà
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Àëëàáåðãåíîâà Ê.Á. 11

1) Ñèñòåìà S̃ èìååò òîò æå àòòðàêòîð K, ÷òî è S.

2) Åñëè âîçüìåì êàêóþ-òî ïîäñèñòåìó ñèñòåìû S̃ ñî ñâÿçíûì àòòðàêòî-

ðîì, òî åå àòòðàêòîð òàêæå ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 2.

2) Ñîãëàñíî [8, òåîðåìà 1.3℄, ëþáîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî äåíäðèòà

ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì.

Ñèñòåìà S̃ ïîðîæäàåò ðàñøèðåííóþ ïîëóãðóïïó G(S̃), ïîðîæäåííóþ
âñåìè îòîáðàæåíèÿìè âèäà Sj è Sj · R.

� 4. Î ïåðåñå÷åíèè êîïèé ïî ïîëèãîíàëüíîìó äåðåâó

(A1) Ïóñòü G � îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, òàêàÿ ÷òî Ḡ∩R = [0, 1]. Ïóñòü
Z = {S1, . . . , Sm} � ñèñòåìà îòîáðàæåíèé, ïîðîæäàþùàÿ ýëåìåíòàðíûé

öèïïåð ñ ñèãíàòóðîé (0, . . . , 0) íà îòðåçêå [0, 1]. Ïóñòü Ji = (ai, bi), ãäå i ∈
{m+1, . . . , m+n} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ, äëèíîé

ìåíüøå ÷åì åäèíèöà, ëåæàùèõ â G. Ïóñòü Si � ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ

ñæèìàþùèå ïîäîáèÿ òàêèå, ÷òî Si(0) = ai, Si(1) = bi, i = m+1, . . . , m+ n.

Ïóñòü

m+n⋃
i=m+1

Ji ∪ [0, 1] ñâÿçíî. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî Sj ∈ S ìíîæåñòâà

Sj(G) ëåæàò â îáëàñòè G, è äëÿ ëþáîãî Si, Sj ∈ S îáðàçû çàìûêàíèé Si(Ḡ),
Sj(Ḡ) ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî ïî òî÷êàì Si(0), Si(1), Sj(0), Sj(1).

Tåîðåìà 3. Åñëè ñèñòåìà S = {S1, . . . , Sm+n} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(A1), òî

1) Ñèñòåìà ñæèìàþùèõ ïîäîáèé S = {S1, . . . , Sm+n} óäîâëåòâîðÿåò OSC;

2) Àòòðàêòîð K ñèñòåìû S ëåæèò â Ḡ;

3) Ñèñòåìà S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îäíîòî÷å÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ;

4) Åñëè A =
m+n⋃

i=m+1

Ji ∪
m⋃
i=1

Si[0, 1] åñòü äåðåâî, òî K ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Â êà÷åñòâå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà O â óñëîâèè îò-

êðûòîãî ìíîæåñòâà ìû ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî G. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ìû

èìååì, ÷òî Si(G) ⊂ G. Áîëåå òîãî, ïåðåñå÷åíèå Si(Ḡ)∩Sj(Ḡ) îäíîòî÷å÷íîå.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Si(G) ∩ Sj(G) = ∅. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2, ñèñòåìà S

óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì OSC 
 îòêðûòûì ìíîæåñòâîì G;
2) Ïóñòü O � îòêðûòîå ìíîæåñòâî èç OSC. Ïîñêîëüêó Ō ⊃ T (Ō) =

m+n⋃
i=1

Si(Ō), óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ T k(Ō) ñõîäèòñÿ ê K.
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12 Î ñàìîïîäîáíûõ äåíäðèòàõ

Â ÷àñòíîñòè, Ō ⊃ K. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1) ìû èìååì, ÷òî O = G.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Ḡ ⊃ K;

3) Â ñàìîì äåëå, K ⊂ Ḡ, Ki ∩Kj ⊂ Ḡi ∩ Ḡj ïðè ýòîì Ki ∩Kj ñîäåðæèò

íå áîëåå îäíîé òî÷êè;

4) ×òîáû ïîëó÷èòü ãðà� ïåðåñå÷åíèé ñèñòåìû S, íóæíî â êà÷åñòâå áå-

ëûõ âåðøèí âçÿòü êîïèè Si(K), Sj(K), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâà

Si([0, 1]), Sj([0, 1]), à â êà÷åñòâå ÷åðíûõ � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îòðåç-

êîâ. Ïðè ýòîì ðåáðàìè ïîëó÷åííîãî äâóäîëüíîãî ãðà�à ÿâëÿþòñÿ ïîëó-

ðåáðà ãðà�à, îáðàçîâàííîãî îòðåçêàìè Si([0, 1]), Sj([0, 1]). Òàêèì îáðàçîì,

ãðà� ïåðåñå÷åíèé ñèñòåìû S ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2, K
ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì.

ÏóñòüD � îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (A1) èR-ñèììåòðè÷íà,
òî åñòü D = R(D). Îáîçíà÷èì ÷åðåç D+

ïåðåñå÷åíèå îáëàñòè D ñ âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòüþ, à ÷åðåç D−
ïåðåñå÷åíèå îáëàñòè D ñ íèæíåé ïîëóïëîñ-

êîñòüþ.

Çàìå÷àíèå 1. Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà 3 âåðíà äëÿ îáëàñòåé D è D+
.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: S̄i = R ·Si, S
∗

i = Si ·R.

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ îáîçíà÷åíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü Si : D+ → D+
i , òî îòîáðàæåíèå S̄i ïåðåâîäèò îáëàñòü D+

i â îá-

ëàñòü D−

i ⊂ D−
êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà îáëàñòè D+

i îòíîñèòåëüíî òî÷êè

1/2. À îòîáðàæåíèå S∗

i ïåðåâîäèò îáëàñòü D+
i â îáëàñòü D−

i ⊂ D+
, êîòî-

ðàÿ ñèììåòðè÷íà îáëàñòè D+
i îòíîñèòåëüíî òî÷êè (ai+bi)/2, ãäå ai = Si(0),

bi = Si(1).

Ïóñòü γ :=
⋃n

i=1 Ji � íåêîòîðîå ïîëèãîíàëüíîå äåðåâî, à α � íàèìåíü-

øèé óãîë ìåæäó åãî ðåáðàìè, èìåþùèìè îáùóþ âåðøèíó. Â äàëüíåéøåì â

êà÷åñòâå îáëàñòè D+
ìû ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííóþ òðàïåöèþ ñ îñòðûì

óãëîì ìåíüøèì, ÷åì α/3.

Òåïåðü ââåäåì ñëåäóþùåå óñëîâèå.

(A2) Ïóñòü F = {S1, . . . , S14} � R-ñèììåòðè÷íàÿ ñèñòåìà, îïðåäå-

ëÿåìàÿ â R-ñèììåòðè÷íîé îáëàñòè D, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (A1),

çàäàâàåìàÿ ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèé âèäà S1(x) = x/4, S2(x) = x/4 + 1/4,
S3(x) = x/4+1/2, S4(x) = x/4+3/4, Si(z) = (bi− ai)z+ ai, ãäå i ∈ 5, . . . , 14
è 0 < ai < 1, 0 < bi < 1.

Ïóñòü ñèñòåìà F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (A2). �àññìîòðèì ñèñòåìó

S = F∪{S∗

i }
14
i=9. Ïóñòü D0 :=

14⋃
i=1

Si(D)∪
14⋃
i=9

S∗

i (D), T (K) =
14⋃
i=1

Si(K), ãäå

K � àòòðàêòîð ñèñòåìû S.
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�èñ. 1: Ñèñòåìà S ∪ {Sp, S̄p}

Ëåììà 3. Ïóñòü ñèñòåìà çàäàíà óñëîâèÿìè (A2), a K � åå àòòðàêòîð.

Ïóñòü ïîäîáèå Sp òàêîâî, ÷òî Sp(D̄) ∩ D̄0 = {x0}, Sp(K) ∩ T (K) = {x0}.
Òîãäà àòòðàêòîð K ′

ñèñòåìû S
′ = S ∪ {Sp, S̄p} ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû Sp(D̄)∩D̄0 = {x0} è îá-
ëàñòü D ñèììåòðè÷íàÿ, òî ìû èìååì, ÷òî S̄p(D̄)∩D̄0 = {R(x0)}. Ïîñêîëüêó
K ⊂ D̄, òî Si(K), Sp(K), S̄p(K) ⊂ D̄ à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Sp(K) ∩ D̄0 = {x0}
è S̄p(K) ∩ D̄0 = {R(x0)}. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i è j
ïåðåñå÷åíèÿ Si(K) ∩ Sj(K), S̄i(K) ∩ S̄j(K) íå áîëåå ÷åì îäíîòî÷å÷íûå.

�èñ. 2: Ïåðåñå÷åíèå Sp(D̄) ∩ D̄0

×òîáû ïîëó÷èòü ãðà� ïåðåñå÷åíèé ñèñòåìû S, íóæíî â êà÷åñòâå áå-

ëûõ âåðøèí âçÿòü êîïèè Si(K), S̄j(K), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ìíîæå-

ñòâà Si([0, 1]), S̄j([0, 1]), à â êà÷åñòâå ÷åðíûõ � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ

îòðåçêîâ. Ïðè ýòîì ðåáðàìè ïîëó÷åííîãî äâóäîëüíîãî ãðà�à ÿâëÿþòñÿ

ïîëóðåáðà ãðà�à, îáðàçîâàííîãî îòðåçêàìè Si([0, 1]), S̄j([0, 1]). Ìû òàêæå

äîáàâèì ê ïîëó÷åííîìó äåðåâó åùå äâå ÷åðíûå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå

òî÷êàì x0, R(x0) è äâå áåëûå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå Sp(K), S̄p(K) è
îáúåäèíèì èõ ðåáðàìè. Òàêèì îáðàçîì, ãðà� ïåðåñå÷åíèé Γ(S′) ñèñòåìû S

′
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14 Î ñàìîïîäîáíûõ äåíäðèòàõ

ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2, àòòðàêòîð K ′
ñèñòåìû S

′
ÿâëÿåòñÿ

äåíäðèòîì.

�àññìîòðèì ñèñòåìó S0 = {S1, . . . , S12} êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â îáëàñòè

D+
, çàäàâàåìóþ ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèé âèäà S1(x) = x/4, S2(x) = x/4+

1/4, S3(x) = x/4 + 1/2, S4(x) = x/4 + 3/4, Si(z) = (bi − ai)z + ai, ãäå
i ∈ 5, . . . , 12 è 0 < ai < 1, 0 < bi < 1. Ïóñòü S0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(A1). Ïóñòü D+
0 =

12⋃
i=1

Si(D
+), T (K0) =

12⋃
i=1

Si(K0), ãäå K0 � àòòðàêòîð

ñèñòåìû S0.

Tåîðåìà 4. Äëÿ ñèñòåìû S0 ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå Sp, ÷òî

êàæäîå èç ïåðåñå÷åíèé Sp(D̄
+) ∩ D̄+

0 , T (K0) ∩ Sp(T (K0)) ÿâëÿåòñÿ ïîëèãî-

íàëüíûì äåðåâîì. Ïðè ýòîì àòòðàêòîð K ñèñòåìû S = S0 ∪ {Sp} ÿâëÿåòñÿ
äåíäðèòîì.

�èñ. 3: Ñèñòåìà S ∪ {Sp}

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ = J10 ∪ J11 ∪ J12 � ïîëèãîíàëüíîå äåðå-

âî, ãäå Ji = [ai, bi]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ′ = J7 ∪ J8 ∪ J9, ãäå Jk−2 = rJk,

k = 10, 11, 12, r ∈ (0, 1). Îòìåòèì, ÷òî îòðåçêè J7, J8, J9 îðèåíòèðîâàíû

â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. ßñíî, ÷òî γ′ = rγ. Ïóñòü Sp îòîáðàæåíèå

òàêîå, ÷òî Sp(γ) = γ′
. Îòîáðàæåíèå Sp ÿâíîì âèäå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì

îáðàçîì: Sp(z) = reiπz + ~c, ãäå ~c = (1
4
+ r

3
tg α

3
, r + a6).

Ñèñòåìà R-ñèììåòðè÷íàÿ F = {S1, . . . , S14} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(A2). �àññìîòðèì ñèñòåìó S
′ = F ∪ {S∗

i }
14
i=9 ∪ {Sp, S̄p}. ßñíî, ÷òî ýòà ñè-

ñòåìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ R-ñèììåòðè÷íîé. Ïóñòü S̃
′
ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííîé

ñèñòåìîé (ñì. îïðåäåëåíèå 8) äëÿ ñèñòåìû S
′
. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1,

ñèñòåìà S̃
′
èìååò òàêîé æå àòòðàêòîð K ′

, êàê ó ñèñòåìû S
′
. Ïîñêîëüêó

S0 ⊂ S ⊂ S̃
′
, ñëåäîâàòåëüíî, K0 ⊂ K ⊂ K ′

. À ñîãëàñíî ëåììå 3 ìû èìååì,

÷òî K ′
äåíäðèò.
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�èñ. 4: Ïåðåñå÷åíèå Sp(D̄
+) ∩ D̄+

0

Èç òîãî, ÷òî Sp : D̄
+
0 → rD̄−

0 è Sp(γ) = γ′
, ñëåäóåò, ÷òî

12⋃
i=1

Si(D̄
+
0 ) ∩ Sp(

12⋃
i=1

Si(D̄
+
0 )) =

12⋃
i=1

Si(K0) ∩ Sp(
12⋃
i=1

Si(K0)) = γ′
.

Ïî óñëîâèþ A2) àòòðàêòîð K0 ñèñòåìû S0 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, áîëåå

òîãî, ïåðåñå÷åíèå Sp(K0) è K0 íå ïóñòî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àòòðàêòîð K
ñèñòåìû S = S0 ∪ {Sp} ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Òàê êàê àòòðàêòîð K ÿâëÿåò-

ñÿ ñâÿçíûì ïîäìíîæåñòâîì àòòðàêòîðà K ′
, èç óñëîâèÿ 2) ïðåäëîæåíèÿ 1

ñëåäóåò, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü K àòòðàêòîð ñèñòåìû S = S0∪{S ′}, òî K2∩S ′(K)
ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ãäå S ′ = S2Sp.
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